22 VIELTEILCHEN-7-MATRIX IN DER THEORIE REALER GASE. I

Die Vielteilchen-T-Matrix und ihre Anwendung in der Theorie
realer Gase von mittlerer Dichte

I. Ableitung einer Transportgleichung
K. BAERWINKEL

Institut fir Theoretische Physik der Universitit Marburg

(Z. Naturforsch. 24 a, 22—37 [1969] ; eingegangen am 16. Juli 1968)

The formalism of the many-body 7' matrix suitable for application in nonequilibrium is
presented. The corresponding approximation together with a density-expansion is applied to the
general equation of motion due to Kadanoff-Baym. Correction terms to the Boltzmann-Landau
equation are obtained.

1. Einfithrung

Eines der wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit besteht darin, dafl das Verhalten von realen Gasen mitt-
lerer Dichte durch eine Transportgleichung erfalit wird, die als eine sehr weitgehende Verallgemeinerung
der Boltzmann-Gleichung angesehen werden kann. Die Herleitung beruht auf den exakten quanten-
mechanischen Grundgleichungen und enthélt nur wenige, dabei recht allgemeine und physikalisch inter-
pretierbare Naherungen. Die Transportgleichung selber ist noch verhéltnisméfig einfachen Methoden zur
weiteren Auswertung zuginglich und liefert so konkrete Aussagen z.B. iiber Transportkoeffizienten.

Wir behandeln ein quantenmechanisches Vielkorpersystem aus ununterscheidbaren strukturlosen Teil-
chen mit dem Hamilton-Operator

52 , .
H=— Sm _[d"w'(’) VEy(r)
+ 3 fdrldrg dr{ dré {riry ’ u'| ri r.;; pt(r) pt(re) w(ré) y)(r{) ,

(1)

wobei wir uns auf Zweiteilchenwechselwirkungen w beschrianken, die translationsinvariant und Galilei-

invariant sind, so daB3 man in Ortsdarstellung

(rirg|w|riryy = (ri—re|w|ry —rydd (11' _;rz’ = "tlf:?r"rz ) (2)
und in Impulsdarstellung
prps|w| pipp = (P15 P [w| P52 8(py + p2 — bl — PY) (3)

schreiben kann. Gebundene Zusténde sollen nicht
vorkommen. Ausgangspunkt ist dann die Theorie
der Greenschen Funktionen nach KapANOFF-
Baywml. Die bekannte Kadanoff-Baymsche ,,Boltz-
mann-Gleichung®* enthélt bereits eine einschneiden-
de Naherung, und zwar die Voraussetzung der Lang-
welligkeit : Es wird angenommen, das physikalische
System sei in Gebieten von der Grofle des Wechsel-
wirkungsbereiches eines Teilchens praktisch homo-
gen. Damit ist schon ein wesentlicher Schritt zur
makroskopischen Beschreibungsweise getan, wenn
man an Gase denkt, bei denen die Reichweite der

1 L. P. KapANOFF u. G. BaAym, Quantum Statistical Me-
chanics. W. A. Benjamin Inc., New York 1962.

Zweiteilchenwechselwirkung einige 10~8 cm betragt.
Allerdings werden wir die langwellige Néaherung
wesentlich weiter treiben als KApaNoFr und Baywm.
Wir werden namlich die zeitliche Ableitung der Ver-
teilungsfunktion f (p, r; t) so ausdriicken, dafl nicht
das gesamte raumlich-zeitliche Verhalten von f ein-
geht, sondern nur die Funktionswerte an der Stelle
r, t selber sowie die ersten Ableitungen nach Ort
und Zeit, genommen bei r, t. Dagegen tragen bei
Kapaxorr-Baym auch noch alle anderen Koordi-
naten r’, t’ bei.

AuBerdem fithren wir noch die .7 - Matrix-Nihe-
rung (Vielteilchen-7'-Matrix) ein, die anscheinend
fiir Gase charakteristisch ist und alle Effekte be-
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riicksichtigt, die auf paarweiser Wechselwirkung
beruhen, auch den Einfluf} ,,abgebrochener‘‘ Zweier-
stoBe. Es erscheint nicht unverniinftig, gegeniiber
allen Moglichkeiten paarweiser Wechselwirkung die
echten Dreierstole zu vernachlissigen. KADANOFF-
und Baym haben selber z.B. in 2 eine Auswertung
ihrer grundlegenden Gleichung in .7 - Ndherung an-
gekiindigt. Dem Verfasser ist jedoch keine entspre-
chende Arbeit bekanntgeworden. Die .7 -Matrix-
Naherung ist auch schon in 1 skizziert, allerdings
nur fiir den Spezialfall des Gleichgewichts. Deshalb
wird hier eine Darstellung der .7 - Matrix-Theorie
gegeben, die auch fiir das Nichtgleichgewicht brauch-
bar ist.

Zu dieser typischen Gasnédherung, die wir in die
Kadanoff-Baymsche Gleichung einarbeiten, kommt
dann noch eine Dichteentwicklung hinzu, d.h. die
Gleichung wird in zweiter Ordnung beziiglich der
Verteilungsfunktion f(p, r; t) ausgewertet. Unsere
endgiiltige Bewegungsgleichung erscheint als eine
durch zusétzliche Korrekturterme verbesserte Lan-
dau-Gleichung.

Die von LaAxDAU 3 aufgestellte Transportgleichung
ist — wiederum nach der Methode der Greenschen
Funktionen — fir Quantenfliissigkeiten tiefer Tem-
peratur durch die mikroskopische Theorie begriin-
det worden14.

Fir Gase wurde eine Gleichung vom Landau-Typ
von GRossMANN und BAERWINKELS hergeleitet, wie
sie ahnlich GRossMANNS:7:8:9 schon frither der Be-
schreibung realer Gase zugrunde gelegt hatte. Die
Ergebnisse dieser Theorie sind allerdings noch kor-
rekturbediirftig. Entnimmt man z.B. in naiver
Weise der Kontinuitatsgleichung fur die Impuls-
dichte

atj‘pl’f(P’r;t)dP_{_ az,‘nl’ll(ra t):O (4)

den Drucktensor /7,,, so ist damit auch speziell der
Gleichgewichtsdruck bekannt. Die gewohnliche
Boltzmann-Gleichung liefert nach diesem Verfahren
nur den Druck des klassischen idealen Gases; mit
anderen Worten: Der zweite Virialkoeffizient B (7')
und alle hoheren Virialkoeffizienten verschwinden.
Aus der Landau-Gleichung nach 7 folgt dagegen

2 G.Baym u. L. P. Kapaxorr, Phys. Rev. 124, 287 [1961].

3 L. D. Laxpavu, Sov. Phys.-JETP 3, 920 [1957].

4 R. A. Cra1c, Ann. Physics 40, 434 [1966].

5 K. BAERWINKEL u. S. GROssMANN, Z. Phys. 198, 277
[1967].

6 S. GrossMANN, Z. Phys. 180, 286 [1964].

B(T) = By(T) mit
Bi(T)=)238 [dpe~PE»Re (p|T(Ep-+i0)| p>.
(

5)
Hier ist — wie tiblich —

A=2ahk2amsxT)12
die thermische Wellenlinge und

Ep=p2m, pl==xT

mit x als Boltzmann-Konstante. Der Einfachheit
halber wollen wir in dieser Arbeit zusétzlich zu (2)
noch annehmen, daB} w invariant ist gegeniiber
Raumspiegelung und Zeitumkehr. Die Zweiteilchen-
T-Matrix besitzt dann folgende Symmetrieeigen-
schaft:

p|T@E|p>=<pP|T@E|p
={—p|T@|—pP". (6)
{p|T<(z)|p’) ist die symmetrisierte 7-Matrix. Im
ibrigen sei beziiglich 7'(z) auf10 verwiesen. Das

exakte B(T) ist nun von der Gleichgewichtstheorie
her bekannt. In BAuMGARTLS 10 Schreibweise :

B(T) = Bo(T) + B1(T) + B2(T), (7

wobel
By(T) = — 2238 x [dpdqd (Ey — Ep)e P> (8)
‘Im[(q|T+(Ep+i0)| py*<q|T (B +i0)| p)].
Bo(T) = F 2-5/2}3 9)

ist der Virialkoeffizient des idealen Quantengases.
Weil B; als einziger Anteil von B quadratisch in
der 7-Matrix ist und sogar eine Ableitung der
T-Matrix enthilt, kénnte man vielleicht By fiir
relativ unwesentlich halten. BAuMcARTL1! hat je-
doch kiirzlich durch numerische Rechnungen nach-
gewiesen, dall By nicht vernachlissigt werden darf.

Die in dieser Arbeit abgeleitete Transportglei-
chung fihrt dagegen mit (4) zum vollen Virial-
koeffizienten gemaf (7). Mit ihrer Hilfe werden auch
Dichtekorrekturen zur Zahigkeit ausgerechnet, und
zwar in enger Anlehnung an die von GROSSMANN 9
entwickelte Methode. Das dort erzielte Resultat
fir die Zahigkeit ist — wie BAumcARTL 11 feststellt

7 S. GrossMANN, Z. Phys. 182, 24 [1964].

8 S. GrossMaNN, Nuovo Cim. 37, 698 [1965].

9 S. GrossMANN, Z. Naturforsch. 20a, 861 [1965].
10 B. J. BAUMGARTL, Z. Phys. 198, 148 [1967].

11 B. J. BaumGARTL, Phys. Rev. 168, 200 [1968].
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— noch sehr unbefriedigend. Im Hinblick auf die lich verbessert wird. Ob das tatséchlich der Fall ist,
erfolgreiche Berechnung von B(T) ist zu erwarten, kann jedoch nur durch neue numerische Rechnun-
daB das Bild in der hier dargelegten Theorie wesent-  gen entschieden werden.

2. Grundlagen

Anders als in der klassischen Physik ist in der Quantenmechanik schon die Definition einer Verteilungs-
funktion ein Problem, weil Ort und Impuls inkommensurabel sind. Die Diskussion iiber dieses Thema ist
noch nicht abgeschlossen und es gibt dazu auch neuere Arbeiten (z.B.12).

Wir benutzen die wohlbekannte Wigner-Funktion
f(p.rit) = 2ak)3 [dyexp{— (/R p -y} p*(r— 1y, Op(r +3y.0), (10)
die als Spezialfall ,,;s =1 der s-Teilchen-Verteilungsfunktionen
fs(piri, ..., psrs; i) (11)
= (2n7i)'39fdy1 ...dysexp {— (i[k) X p;-yi} <tp+ <r1 — 3;) ot (rs — };) ) <rs + 3;) ) (rl + };)>z

anzusehen ist. Aus der Vielzahl von Arbeiten, die sich mit den Wignerschen Funktionen befassen, ist
wohl 13 z.Z. die neueste. Die in 5 nach geeignetem Abbrechen der Hierarchie von Bewegungsgleichungen
fur die f; gewonnene Landau-Boltzmann-Gleichung

(O + Vpe(p,rit) Vr — Vre(p, ;1) Vp)f(p, r;t) = J (Boltzmann) (12)
wollen wir mit unseren spiateren Ergebnissen vergleichen. Die Landau-Energie ist gegeben durch
e(p,rit)= 21),:7+jF(£*;*q*)f(q,r;t)dq (13)

mit F (k) = (27%)3 Re (k

T (B +i0)|k). (14)

Auf der rechten Seite von (12) steht einfach das Boltzmannsche Stoflintegral mit dem quantenmechani-
schen Wirkungsquerschnitt o:

o(p. ="y T @uh)|(p|Ts(Hy +i0)| p|%: (15)

¥ bezeichnet hier den Winkel zwischen den Relativimpulsen p, p’ zweier Teilchen vor und nach einem Stof3.

Ersetzt man in (12) ¢ durch p2/2m, so liegt die gew6hnliche Boltzmann-Gleichung vor. Die von Grof3-
mann angegebene Landau-Gleichung erhilt man, wenn im Stofiglied von (12) der Energiesatz fiir die
Landau-Energien statt fiir die kinetischen Energien der Teilchen beachtet wird. Diese Verbesserung be-
deutet, daBl die StoBe zwischen zwei Teilchen in dem von den iibrigen Teilchen erzeugten Feld betrachtet
werden. In dieser Arbeit werden dariiber hinaus noch Retardierungseffekte beriicksichtigt, die eine Ab-
weichung vom Energiesatz beim Zweiteilchenstol mit sich bringen. Die physikalische Ursache dafir ist
die endliche Dauer eines StoBes, in dessen Verlauf sich das ganze Vielteilchen-Medium und damit auch
das entsprechende mittlere Feld dndern kann. AuBlerdem wirkt sich die Ortsabhéingigkeit dieses Feldes
dadurch aus, daf sich zwei Teilchen wihrend eines Stofles fortbewegen.

Die Wigner-Funktion f hingt sehr eng mit den Greenschen Funktionen

Todt’ ar’ .-, ; i e
Z(PE,r)= | 505 | @appdZ(rt, rt) dimE —pe) (16)
12 T, S. SHANKARA, Prog. Theor. Phys. 37, 1335 [1967]. 13 K. IMrg, E.Ozizmir, M. ROSENBAUM u. P. ZWEIFEL,

J. Math. Phys. 8, 1097 [1967].
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zusammen. Hierbei ist definiert

it et =y <r + T 6d %) v+ (r —E i ‘2)> (17)
i, rt) :\y)+(r i tz)w(r + ;t+%>> (18)
Es gilt dann f(p.r;ty=[dEg~(pE,rt) (19)
und n(r,t)= [dEdpg~ (pE,rt)= [dpf(p,T;?) (20)

ist die Teilchenzahidichte bei r zur Zeit ¢. Unter ,,Spektralfunktion®* versteht man
a(pE,rt)=(2nh)3 (g (pE,rt) T g~ (pE,rt)). (21)

Wichtig ist auch noch die ,,Tragerfunktion‘

g(pzry= | oF alpBrh) (22)

Als Funktion von z hat sie einen Schnitt auf der reellen Achse. Der Realteil dndert sich beim Ubergang
iiber die reelle Achse stetig und ist auf der reellen Achse das Hauptwertintegral. Der Imaginérteil dagegen
macht einen Sprung:

i(g(p, E+1i0;7,8) —g(p, E —1i0;r,1)) =a(pE,ri). (23)
Vom Massen- oder Selbstenergieoperator ausgehend, hat man genau die gleichen Bildungen wie bei den
Greenschen Funktionen zu betrachten:

B — dE y(pE,rt) ( dE (27h)3 (0> F 0%)
olpurt)= |5, —F — )2 z—E :

Damit sind wir nun in der Lage, die ,,Kadanoff-Baymsche‘ Gleichung zu formulieren. Das ist die in! als
Verallgemeinerung der Boltzmann-Gleichung aufgestellte Bewegungsgleichung fiir g~ (p, E, rt). Nach Ab-
schalten der duBeren Stérung, die unser physikalisches System aus dem Gleichgewicht gebracht hat, und
nach Integration iiber E lautet sie:

(0 + Vp e (p, r; t) - Vr — Vr 2 (p, 75 1) - Vp) [ (P, 75 1)
+2ahk[dE{[Reg(pE,rt);c (pE,rt)]—[Rec(pE,rt);g (pE,rt)]} (25)
= 2n(2n7i)3de’{a<(pE, rt)yg (pE,rt)— o (pE,rt)g” (pE,rt)}.

(24)

In unserer Schreibweise hier erinnert der erste Term schon sehr an die Landau-Gleichung (12). ¢B°™ erhélt
man, wenn man in der Landau-Energie die 7-Matrix durch ihre Bornsche Néherung ersetzt:

o (p,r; ) =L+ @ah [(P 52w B ) 1(g,rs0dg. (26)
Das Symbol [X; Y] ist die ,,Poisson-Klammer‘ aus?, d.h.
[X;Y]=0X%Y —4X0gY —VpX -V, Y +V, X VpY. (27)
Zu (25) gehort noch die Beziehung
g(p, 1) (z — P (p,rit) — 2ahia(pa ) = 5. (28)
3. Der Landau-Anteil der Kadanoff-Baymschen Gleichung ; die verallgemeinerte Dichte g< bei

kleiner Teilchenzahldichte n
Aus (23) und (28) folgt unmittelbar

a(pB, ri) = #{[E — B (p rit) —2nkhReo(pE,rt)+ gznhy(pE, rt) + 50}“ (29)

~ [E — &5 (p, rit) — 27k Reo(pE, rt) — 5 2ahy(pE, rt) — io]-l}.
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Mit o=(pE, rt) sind auch y(pE, rt) und o(pz, rt) in g~ und in der Wechselwirkung » von mindestens
erster Ordnung. Daher wird (29) fiir w — 0 oder ¢g~— 0 (Kleindichtelimes!) sehr einfach:
) 1 1
a(pE,rt)—>, (’E’_ (p22m) ¥i0 E":(,Tz/zm) = 0(E — p*2m). (30)

Die volle Spektralfunktion stellen wir uns in bezug auf die £-Abhéngigkeit als ,,verschmierte®* §-Funktion
vor. Aus (29) geht hervor, dall das Maximum dieser Funktion an einer Stelle £ = E (p, r; t) liegt, die
als Losung der Gleichung

E(p,r;t)= e (p,r;t) +2xkhReo(p, E(p,r;t); r,t) (31)
zu ermitteln ist, wenn y entsprechend schwach von E abhingt. In erster Ordnung beziiglich ¢~ ist auch
E(p,r:t)=E:i(p,r;t) richtig, wobei

Ei(p,r;t) =P (p,r;t) + 2% Re o1(p, p22m; r,t). (32)
Re o7 soll der niedrigste Term der Entwicklung von Re ¢ nach g~ bzw. (s. unten) nach f sein. Wir wer-
den spéter sehen, dall ¥ in .7 -Matrix-Néherung praktisch mit der Landau-Energie ¢ ibereinstimmt.

Die Definition der Spektralfunktion gestattet iibrigens folgende Darstellung:
g (pE,rt)=a(pE,rt)g(pE,rt), g (pE,rt)=a(pE,rt)(1+g(pE, rt). (33)

Im Spezialfall des Gleichgewichtes ist ¢ bekannt und wird spéater in diesem Paragraphen noch genauer
betrachtet. Im Hinblick auf (33) vermuten wir, daB ¢~ dhnlich wie die Spektralfunktion in E auf einem
engen Bereich lokalisiert ist, und formen jetzt einen Term in der Kadanoff-Baymschen Gleichung dieser
Vorstellung entsprechend um:

[dE[Rec(pE,rt);g~ (pE,rt)] = [dE{VrReo Vpg — VpReo Vrg™} + 3 [dE (g Re a)g™.

Beim Summanden mit der zeitlichen Ableitung haben wir partiell integriert. Jetzt wenden wir den Mittel-
wertsatz der Integralrechnung an, was z. B. dann méglich ist, wenn g~ auBerhalb eines begrenzten Energie-
intervalles, wo es — bei festem p, r, t — sein Vorzeichen nicht &dndert, gentigend stark abfallt:

[dE(@zReo(p.E,rt)g (pE,rt)=0gReo(pE,rt)|g_g- [dEg (pE,rt)
= Reo(pE,rt)|g_-f(p.7;1).

E ist natiirlich ein Funktional von g~ und wir wissen E - p%/2m mit g~ — 0. In zweiter Ordnung in
g~ bzw. (s. unten) in f gilt also

[dE(@zRec(pE,rt))g (pE,rt)=0gRec(pE, rt)| gapyon (P, T3 1).
Auf dieselbe Weise wird auch noch der Rest ausgewertet:
de{VrRea-fo —VpReo-Vrg<} :Vp-deg<V,Rea—V,-J'dEg<VpRea

=Vp-{{(p.m;: ) Vi Rea(p, p?2m; . )} — Vi {[(p, 7: ) VpRe o (P B, rt)jg_prjom-

Da die rechte Seite von (33) wiederum ein Funktional von g< ist, sollte man vielleicht lieber eine Ent-
wicklung nach f statt nach g< betrachten. Dazu stellen wir uns g< selber nach f entwickelt vor:

g<(pE,rt)=0(E —[p*2m])f(p,r:t) + -+-. (34)

Den Rest ,,..." brauchen wir hier nicht zu kennen, da wir in allen vorkommenden Entwicklungen niedrig
genug bleiten. Im folgenden ist unter einer Entwicklung nach g< stets mit (34) die entsprechende Ent-
wicklung nach f zu verstehen.

Bis auf Terme von hoherer als zweiter Ordnung beztiglich f, also in der Néherung, der wir noch die
ganze Kadanoff-Baymsche Gleichung unterwerfen wollen, haben wir nun das Zwischenergebnis

de[Re ag(pE,rt);g<(pE, rt)] =Vpf(p,r;t)-VrRea(p, p22m;r,t)
—VpRea(p, p?2m;r,t)-Vrf(p,rit) + (S + (p/m)-Ve){f(p,r;t)CeRe o (PE, rt)}p_pojom-
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Hiermit gehen wir in (25) ein und benutzen noch (32):

(0t +VpEi1(p,r3t) Ve — Ve ErL(p,m5t) - Vp)f(p, T3 1)
— (& + p/m - Vr) {Q”haEReG(PE: rt)f(p,r; t)}E=p?/2m (35)
+2xh[dE[Reg(pE,rt); o<(pE,rt)]
= 2n(2n7i)3de {o<(pE,rt)g” (pE,rt)— o™ (pE, rt)g<(pE,rt)}.

Der erste Ausdruck hat die allgemeine Gestalt des Landauschen Stromungsgliedes.

Im Gleichgewicht werden wir die uns interessierenden GroBen nicht nach der verallgemeinerten Dichte g<,
sondern nach der Teilchenzahldichte » entwickeln. In diesem Spezialfall hangt g< nur von p und E ab,
néamlich (s.1)

1 1
9<(p, E) = @k eFE—m F 1 a(p, E). (36)

Vom chemischen Potential spalten wir den Anteil xid des idealen Gases ab: u = pid 4 yint,
Der Wechselwirkungsanteil pint wird ~n2 gegen Null gehen, und fiir ideale Quantengase wissen wir
(s. z.B.14)

21d = exp (S uid) = A3n F 2-3/2(230)2 + O(n3). (37)
Damit folgt

1 1

@k BE-D T = n2amxT)32e PE T j3n2(2amuT)3/2eFE (2-3/2 — ¢=FE) L O(n3). (38)

Die Spektralfunktion a (p, £) mull auch nach der Dichte entwickelt werden. Ausgehend von (29), erhalten
wir

Ina(p, E)|pao = a(p, B) (39)
) 2 1 7
=—9 (E — 21)7) On (% (p) + 22ARe 0 (P, B))|nmo — 9, = p2jam 0277 (P, B)|nmo -
: 2 _1( 1 1
Mt w2 (ﬂ io™ T_Ta)

wird die Distribution ,,Hauptwert* bezeichnet.
An der Definition von ¢ (pz, rt) erkennt man

de “(Pa E) =0,
wie es wegen der auch im Nichtgleichgewicht geltenden Normierungsbedingung
dea(pE, rt)=1
ja sein muf.
Unter Beriicksichtigung der bisherigen Ergebnisse kénnen wir jetzt g< entwickeln:
g<(p, B) = nhy1(p, E) + n2h2(p, E) + O (n?), hi(p, B) = 2umxT)"3/2e~F@* M § (B — p2[2m)  (40)
ha(p, E) = 2amxT)~32e~PE o« (p, B) T 23h1(p, E) (273/2 — ¢~ F2m)! (41)

Man rechnet leicht nach, daf3 der zweite Summand von %y bei Integration iiber p und E verschwindet.
Die Normierung [dEdpg<=n hat also

[dEdpe=P%a(p, E) =0 (42)

zur Folge. Um dies explizit zu zeigen, benotigt man anscheinend genauere Kenntnisse iiber den Massen-
operator. Durch die .7 - Naherung, die wir spiter anwenden, wird (42) verletzt (s. Abschnitt 5). Die richtige
Normierung von g< wollen wir deshalb dadurch garantieren, dafl wir g< als

<(p, B) = 9<(p, E) _ nhy(p, B) +n2ha(p, B) + -+
g=(p, = Un[dE'dp’g<(p’, E') (4B dp{hi (P, B') + nha(p', B) + -

14 K. HuaNg, Statistical Mechanics, J. Wiley and Sons Inc., New York 1963.



28 K. BAERWINKEL

entwickeln. Also:

g<(p, B) = nh1(p, E) + n2 {ha(p, E) — h1(p, B) - 2amxT)=3/2 [dE'dp’e PE u(p’, E')}. (43)

4. Formalismus der Vielteilchen-T-Matrix

Zur Einfiihrung der Vielteilchen-7-Matrix gehen wir von den komplexzeitigen Greenschen Funktionen
G(11"; U:tg), G2(12,1'2"; U ty) aus, wie sie in ! definiert sind. Die Abhédngigkeit von dem willkiirlich zu
wihlenden reellen Zeitpunkt #p und der dulleren Quelle U werden wir in unserer Schreibweise unter-
driicken. Der Massen- oder Selbstenergieoperator X' ist dann durch

2(12)G(21) = + i W (12, 34) G2 (43, 21") (44)

gegeben. Wie iiblich ist hier in den Argument-Ziffern jeweils eine Raum- und eine Zeitkoordinate zu-
sammengefaf3t. Bei doppelt vorkommenden Ziffern ist tiber den ganzen Ortsraum und zeitlich tber einen
Weg von ty bis to—¢Af zu integrieren. Unter W ist

W(12,34) = (rirg|w| rary) 0ty — t2) 0 (t2 — t3) O(t3 — ta) (45)
zu verstehen. Der Massenoperator ist dann im Prinzip aus der Gleichung

Z(1) = SEF(11Y) + i W (12, 34) G (35) %f]((%)) (46)
mit

THF(11') = §(W(12, 31") & W(12,1'3)) G(32) (47)
zu bestimmen. Wenn wir auf der rechten Seite von (46) X'= YHF setzen, haben wir die Bornsche Naherung
des Massenoperators. Die entsprechende Naherung fiir Gs lautet

G2 (12, 34) = G(13) G(24) + G(14) G(23) (48)
+ (i/R) G (15) G (26) W (56, 78) [G'(73) G (84) + G (74) G (83)].
(5B°™ erhalten wir offensichtlich auch, wenn wir folgende Gleichung einmal iterieren :
G2(12,34) = G(13)G(24) + G(14) G(23) + (¢/k) G (15) G(26) W (56, 78) G2 (78, 34). (49)

Um die dieser Gleichung entsprechende Naherung fiir den Massenoperator zu untersuchen, hitte man
W5 zu betrachten [(44)!]. In Operatorschreibweise erhalten wir mit der formalen Losung von (49):

WGy ={W + WGG(i[h) W + WGG (i/h) WG (i[R) W + -} (GG 4+ GG). (50)
Der Inhalt der geschweiften Klammer wird mit .7~ bezeichnet. Man sieht sofort, daf3
T =W+ (i[h) T GGW =W + (i[h) WGGT (51)

gilt. Ausfithrlich geschrieben, lautet hier die erste Gleichung
2|T| 12 = 8t — ta) 0 (8 — to) O (t1 — 1) (rira|w| rirs) (52)

+ (i/h) [d3d4 [drsdre (12|77 34) G(3, r5t;) G (4, rety) rsre |w| rirg> O (t; — t3).
Die 7 -Matrix hat also folgende Struktur:
A2|T| 12 = 0t — t2) Ot — t) {<rire |w| ryred 6 (F) (53)

+ O (rirma | T>(t, )| rir) + O(— ) (rure | T<(t, )| vy}
Hier haben wir die iiblichen Relativ- und Schwerpunktszeiten
t=3%(t1+1t), t'=t,—t,

sowie die Heavisidesche Sprungfunktion @ benutzt. Nach dem Grenziibergang zu reellzeitigen Funktionen
(hierbei wird der Limes tg— — oo durchgefithrt und als dullere Quelle U auf der reellen Achse die physi-
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kalische Storung gewéhlt) transformieren wir T=:
oo =~ ’ 7 . g
(rire |T2(t B) | riry) =i [(ryre | T2 (8, 8) | ryrgy e PEC dY (54)

An (52), (53) ist abzulesen, daB3 T= mindestens von zweiter Ordnung in G~ ist und damit 7'~ von zweiter
Ordnung in ¢~ fiir g~— 0. Dagegen gilt mit g~— 0: 7~ — Ty = 0. Dies wird spéter noch explizit an-
gegeben.

Wir miissen nun zu einer genaueren Kenntnis der GroBen TZ bzw. T= gelangen. Zu diesem Zweck
driicken wir z.B. 77 durch (52) aus und gehen dabei auf der rechten Seite mit (53) ein:

(A7) {r "2|T (¢t l"1 roy == [drs...drg(rire|w|r3ry) G~ (rsty, rst) G (raty, rety) (rsre|w|riry

t t - ’ - ’ & 7
+ fdrs.. drejdt3<r1r2|T ("5 i —t) | rars 673, rst) G (rata, rat]) Crsr | w| rirly (55)

t1+ 13
2

+fdr3...dr6jdz3<r1rz|f>( ,tl—za) | rara) 67 (3,r5) G (rats, roty) (rsre|w|rirs)
P

to—(li/ﬁ)ﬁ -
4 fdra...drsfdt3<r1rz|T<(

t

t t - ’ - ’ r 7
1; 3',t1—53) |rara) G~ (3, rst) G (rats, rety) {rsrg|w|ryry).

Jetzt ist der vorhin angegebene Grenziibergang zu reellzeitigen Funktionen durchzufithren. Das danach

erreichte Zwischenergebnis fiir 7 sieht dhnlich aus wie das fiir 7=, wenn wir mit 7~ analog verfahren.
Diese beiden Gleichungen konnen wir deshalb zusammen aufschreiben:

1{rirs I’i’z (£, t) | r; ré}
= }*j.dra...drs

(rire|w|raryg= ("3 — Py t';:tgji, t> g=

j‘d‘[ ryrg| [T —T ]<t+ A +T —T)!r3r4 .(}z("s—rs,l'-{-‘f; 2 7t+’27 (56)

cE (ra—re v H T 0 )

<r5r6|w| r; ré)

L ra.odre { delryra| (s 1 2
_,ﬁ,j r3... rGJ-dr\rlrng (t—{—é—, ) r3r4/
— 00
s rs+rs ' — T\ .= rqs+ rg V' —
[g <r3—r5,‘r; 2 :t_ P) )g (r4_rG>T;T7t_ 27>
- . r3+rs AT ri+re f— Y] ’ s
-9 (7'3——1'5,'[, 2 ,t_ 2 ) (r4_r6)T?W 2 t T)J<r5r6[wlrlr2>'

Nun wird §= (r't’, rt) nur in der Nihe von ¢’ = 0 wesentlich von Null verschieden sein und schwach von ¢
abhingen (vgl.1). Das gleiche Verhalten nehmen wir bei allen Funktionen an, die rechts in (56) vorkommen :
Langsame Anderung mit der Schwerpunktszeit und beziiglich der Relativzeit Lokalisierung um Null. Es
ist dann sinnvoll, auf der rechten Seite von (56) iiberall um ¢ als Schwerpunktszeit zu entwickeln. Wir
werten zuerst den Nullten Term dieser ,,langwelligen Naherung aus:

1{ryry I‘Tz(t, t')] ri ré)

= I*J‘dr;;...dre <r1r2|w[r3r4>§z(r3~r5,t';r3;_r5 )g<(r4_r6,t’;fi;;rg’t)
+jdr<r1rzl[T — Pt — 0 rareyd= (ra— ra, ¢+ 1 P50 57)

"= (r4—rs,t + T,Bjé e t)] (rsrg|w|riry



30 K. BAERWINKEL

P . r3t+rs - ry+re
g r3_r59T:—’27)tg rg—re, T;- 727“ t

~ r3+rs ry+rg
_9 3—’-57‘[:77”27“ tg rg—re, T, 2 :t

Hiermit wird nun 7'= (¢, E) berechnet, und zwar unter Anwendung der bekannten Distributionsidentitat

0
1 : ~_
- ;i*J‘dr;;...drﬁj d‘r<r1r2|T<(t,t'—— T)| r3r4>

<r5r6|w| r{ré).

Odee;i’k = Fi/(k F:0).

Das Ergebnis nimmt eine verhéltnismaBig einfache Gestalt an, wenn man folgende Bezeichnungen ein-
fithrt, die auch spéter immer wieder gebraucht werden:

(rirel (42| riry =i rame o] rird + 5 [0 (| (17 =TI B) | rirp,  (59)

(rirs |93 (t, )| rirgy =:2x (dE'dE" 6(E' + E" — E) (59)
- [ dv’ IMEY g= ("1 —r, 7 ;IL t) j dr’’ eWME"™ §= (rz — ¥, -r"; = ;’f; , t),
<r1r2|{¢tz)[r1r2>~ 211j <r1r2|[g —¥ ]tE|r1r9> (60)

Wir erhalten dann
<r1r2|Tz(t,E)|r;r;>=J'dr3 drgrira| T (t, E 41 0) |r3r4><r3r4|g<tE|r5r6/<r5r6lw]r1ro>
—|—Idr3...dr6<r1r2'T< (t, E) ]r3r4><r3r4lg t,E—’LO |r5r6><r5r6‘w|r1r2>
(61)

und haben damit eine Integralgleichung, die wir formal 16sen koénnen. In Operatorschreibweise folgt
durch Tteration:

T=tLE) =T tLE+i0)9=t, E){w+w%tLE—iO)w+wbt,E—iO)wé(t, E—iO)w—+-}. (62)
Die Reihe in der geschweiften Klammer 16st fiir z= E —¢O offensichtlich die Gleichung
T (t,z)=w+ T (t,2)9(t,2)w, (63)

die fiir .7 (¢, z) gilt, wie wir jetzt zeigen wollen: Einsetzen von (61) in die Definitionsgleichung (58) fiir
T (t, z) ergibt

1 dE
T (t2)=w 277{_8 “— &
1 dE’

+2n B
1 ) = eS ’ = <
=w+*2n‘jdE*gnde'[T — T~ EV Y9 — 91t E) w

TtE+iO)9 — G~ E)-w
g 07 =Tt EVG (L, B —i0)-w

1 1
’ {('z B (E—FE+i0) By B —E—= iO)}'
Wegen
o 1 E—FE o
e z—E(:—FE) E—E+i0 z2—E| (—F
steht gerade (63) da, wenn wir wiederum (58) und (60) beachten. (62) und (63) liefern also die als ,,optische
Theoreme** bezeichneten Gleichungen

"¢, E\=T (t,E+i0)% (t, ET (t,E —i0) (64)
und T~t,EY=T t,E+i0)9~(t,E)T (t, E—10). (65)

Es sei noch einmal betont, daB (63), (64), (65) nur in der Niherung gilt, die dem Ubergang von (56) zu (57)
entspricht. Speziell im Gleichgewicht sind die Gln. (63) bis (65) sogar exakt. Fir den Fall des Nicht-
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gleichgewichts diirfen wir (63) und (64) in niedrigster, d.h. Nullter Ordnung beziiglich g~ noch als richtig
’ansehen. Zu (65) berechnen wir jetzt noch die erste langwellige Korrektur 7'~ (¢, )11, und zwar setzen wir
I~t,E)y=Ft,E+i0)9~(t, E)T (t, E—iO)+ T~ (, E)u=T"(t, E)|1 + T (¢, E)|u. (66)

Wir beginnen mit (56), wo wir auf der rechten Seite iiberall um die Schwerpunktszeit ¢ entwickeln, aber
nur solche Terme berticksichtigen, die in der ersten Ableitung o;... linear sind. Zur Vereinfachung wollen
wir auBerdem 7'~ exakt nur in niedrigster, d.h. zweiter Ordnung beziiglich g~ angeben. (In dieser Néhe-
rung werden wir (66) spater brauchen.) Fiir den zusétzlichen Korrekturterm zu 7= nach (57) konnen wir
dann schreiben:

0 ~ ~
1{rire | )] "1 r2> [Korrektur] = (1/%) fdr3 .drg J.d‘t (rire|[T™—T7](t, —7)| rara) (67)

: J (3—-r5,t'+r,r3_;f5',t)g'}<(r4—r6,t’+r; ”;—r—s',t)}<r5r6|w]r{r;>

[

;jdrg drﬁj‘d‘[ <r1r2|0¢ t—r)]r3r4>

. [g} (rg— rs, T; rs-;-ra 5 t)g <r4— re, T; N;ﬁ t)
i <"3 —7r5,T; 3;” 3 t)f] ("4—- rg, T,ri;2 t)]<r5r6|wlr{r;>.

Durch Fourier-Transformation fithren wir jetzt wieder die Energievariable £ ein und erhalten in Operator-
schreibweise

T=(t, E) [Korrektur] = 1ih g T (t, E +i0) 4%~ (t, E)w — ik O T~ (t, E) g9 (t, E — i O)w. (68)
Dies kommt also jetzt zur rechten Seite von (61) hinzu:

T~t,E)=TtL,E+i0)9~ (t, E)w+ Lih g T (L, E+1i0) 9~ (t, E)w
+T ¢ E)VYtE—iO)w—ihoe T~ (L, E)or Y (L, E —iO)w. (69)
Bei Vernachlissigung des letzten Terms ergibt die Iteration dieser Gleichung fiir 7~ (t, E):
THLE+i0)9 LE){w+wG(t,E—iO)w+ -}
+3ihET (L, E+1:10)069 4 E){w+wG(tE—iOw—+ -}

Wenn wir beriicksichtigen, daB ¢;.7 sowie 9;% von mindestens erster Ordnung in ¢~ ist, bleiben wir in
erster Ordnung in der Ableitung ;... und in zweiter Ordnung beziiglich g~ richtig, wenn wir die zu-
satzlich bei der Iteration entstehenden Terme mit

—YRT(LE+i0) %9 (t, E) g{wG(t, E—iO)w+wdt,E—iO)wd(t, E—iO)w+ -}
angeben. Zusammen mit (63), (66) folgt dann
Tt En=3%4ih{0e Tt E+i0)% % (L, E) T (t, E—iO)—T (L, E+i0) % (t,E)0g T (t, E—10)}.
(70)

Die verschiedenen VielteilchengroBen in diesem Abschnitt haben wir bisher nur in Ortsdarstellung be-
trachtet. Der Ubergang zur Impulsdarstellung wird in der iiblichen Weise vorgenommen. Beispiel:

(p1p2| % (t,2)| prpey = [dridredridrydprpe | rire) (rire| G (t,2) | rire) (rirs| p1p2)

wobei
{p1p2|r1ire) = {rirz| p1p2)* = (2h)3exp {— (i/k) (p1- r1+ p2-r2)}.
Demnach folgt mit (59), (60):
a 7 dE’dE" . g N _
p1p2|9(t,2)| p1p> = jz_ﬁE—pf j dxdy exp {— (i/k)[x" (p1— p1) + ¥ (P2 — P2)]} (71)

. {g> (Pl—gpl ’El; x, t) <P2 +P1 E// )_g< <P1 %—Ifl . E';x, t) (P2+p2 EII )}
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Mit Hilfe von (21) und (29) kénnen wir nun {|¥ (t, z)| > nach g~ entwickeln. In Nullter Ordnung erhalten wir

(P1p2|%0(t,2)| pipD> = d(pL— PO (P2 — P [ — 1%, — 12| (72)
und in erster Ordnung
{p1p2| %1(t,2) IP{P;> (73)
£ 2= (po = p) + Pl - (P2 +p}
ex [— h - 1) + { + 1
+a<p2—p2)ded el lean)ysay (BT By wt) 1 o= (B2, B; 2,1))
mit
, Y, b 1
ar(k B, xt) = — (E_m>(8 ok, x;0) + 22l Re 01 (KB, ,0) — 5 e 2R yL(kE,x0). (74)

Die Dichteentwicklung fiir & (t, z) wird bei der entsprechenden Entwicklung fir .7 (¢, z) gebraucht (s. (63)).
Bei g~ = 0 bekommen wir mit (63) und (72) die Integralgleichung

{p1p2|T0(t.2)| p1p2> = (p|w| PO (P — P (75)
+ [dq AP+ p AP—p|To(t,2)| 1P + g, 3P — @) [ — 4 P2 — B[ (g |w|p).
(p bzw. p’ ist der zu py, ps bzw. p;, p, gehorende Relativimpuls und mit P, P’ werden die entsprechenden

Schwerpunktsimpulse bezeichnet.) Die Losung kénnen wir leicht angeben, wenn wir uns an die Integral-
gleichung fir die Zweiteilchen-7-Matrix erinnern. Es gilt

- ’ 1 9 AN
(P1p2|T0(t,2) | pips> = O(P— P)(p|T (2= ., P2 | (76)

T (z) ist hier also der Zweiteilchen-7-Operator im Raum der Relativkoordinaten zweier Teilchen. ITm
Gleichgewicht kann man iibrigens die ¢-Funktion der Schwerpunktsimpulse nicht nur bei .7, sondern
auch beim vollen .7 (¢, z) abspalten.

Zu T ¢ nach (76) folgt als erste Dichtekorrektur ~g~:

(p1p2|71(t,2)| p1p2> = [dqidqz2dq;dqs {{p1p2|T0(2)| 91 92> {q1 92| F1(t,2)| 91 92) (77)
(p1P2|71(t2)| q192)> <q192|%0(2)| g1 92>} {q1 95| w| 1Py s

d.h. bei bekannter Zweiteilchen-7-Matrix ist ¢|.71(t, z)|> als Losung dieser Gleichung bestimmt.

Ganz analog sind auch die hoheren Dichtekorrekturen .7, (t, z) zu behandeln und man erhilt so eine
Hierarchie von Integralgleichungen.

Nun wenden wir uns den GréBen 7'= zu. In Impulsdarstellung lautet Gl. (64):
(p1p2| T (t, B)| p1pe) =27 [dqu ... dgs{p1p2| T (t, B +i0)| q1 92 (78)
+ [AE'AE"0(E'+ E" — E) [ dxdy exp {— (i/h) [x* (g1 — q1) + ¥ * (92 — q2)]}
(q”_Lq‘ B, )9 (q2+q’ By, ><q1qé|7(t,E—i0)|P{pé>,
so daB
(p1p2|T5 (B)| p1p2> = (p1p2|T™ (t, E)| p1P2)|s==0 (79)
—278(P— P')jdqa<E - Eq) (P|T(Eq+i0)| g><{q|T(Ey—i0)|p’>.
Entsprechend folgt fiir den ersten Anteil von 7' :
(p1p2|T™ (. E)| p1por (80)
= 2z [dkdx [AB dB" 6 (B'+ B~ E)(p|T (B~ [ +i0)[k+ ’2‘>< S 17(E— ¢, —i0)|p)
- dxdEexp {—i/h[x-(P—P)+E-x]}g~}(P+P)+k E;x+3E)g- (A(P+P)—k E";x—1E 1)
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Wie in Abschnitt 3, nimlich mit Hilfe des Mittelwertsatzes bzw. mit (34) sehen wir, dal wir — bis auf
Terme von hoherer als zweiter Ordnung in f — auch schreiben kénnen:

{p1p2|T~(t, E)| p1pp1 (81)
=2z fdkawd B+ [5G 5 [— E)(p|T(B— L +i0) | k+ 5 ) (k=5 |2(E— 15— i0) P
- [dxdEexp{—ifi[x- (P — P)+E-x}f(}(P+ P)+ k,x+ }E; ) f(}(P+ P') — k, x — 3 E; 1).

Analog ergibt sich

(P1p2|T~ (0 B)| pipiu=ihz [akawd (Bx+ -, | © (52)
jdxdgexp{-—z/ﬁ[x (P—P)+E %]} u[fG(P+P)+kx+3E: 0GP+ P)—kx—18;t)]
Aol (- £ +10)|k+;><k—A—|T<E—~PZ—zO>|p

—\PIT(E +@0)|k+;>< — |T'(E——4£_i0)[p'>].

5. Die T-Matrix-Naherung des Massenoperators

Aus der Definition (44) des Massenoperators und der 7 - Naherung fiir Go [Gl. (49) bzw. (50)] folgt

Z(11)y = {12|.7|31") 4+ <12|T|1’3>} G (32) (83)
und daraus
o=(pE,rt) j21hj 2 k) jdqdq exp{(¢/k)[r-q + =~ q]}fdp (p'E', xt) (84)

- {p+iq.p+3q|T<LE+E)|p— aq P —iq>
+<p+iq.p +1d]|

Umnun y(pE, rt) und Re o(pE, rt) in niedrigster, d. h. erster Ordnung beziiglich f zu gewinnen, brauchen
wir nur ¢~ entsprechend zu entwickeln. Mit (79) und (34):

o7 (PEr0) = 57 [ oonye | AP dgdkexp(— (iR g ®)[(P', 7 + %) (85)

ta'.p—iq}.

,

8(E+ 3 — g [P+ PR — Bx) (P — P+ @) | T=(Bx+i0) | B k| To(Bx—i0)| }(p— p'— a)).

In o7 kénnen wir jetzt noch eine langwellige Naherung einfiihren, indem wir f(p’, r + x; ¢) durch f (p’, r; t)
ersetzen. Dieser langwellige Limes wird dann durch einen zusétzlichen Index ,,0° gekennzeichnet:

> 7 2 1 ; .
Gro B rt) = 5oy [dpaks (B + 50— (o (p + P —Ey) (86)
(B E | Ta (B + i 0)| B) (k| Ta( BN i(psrib).
Es ist klar, daB
y1(pE, rt) = @h)Po7 (pE, rt) (87)

ist. Wir geben nun geméiB (24) Re g1,9(pE, rt) an und benutzen dabei noch folgende Beziehung fiir die
Zweiteilchen-7T-Matrix:

Re(p|Tu(o +i0)| P> = (p|ws| B (88)
—3[dp" 5 (P | T (B +i0)| P> (P | T<(Bp — i0)| Py,

die durch Anwendung einer allgemeinen Dispersionsrelation auf

F2) ={|T<()]> — Jws|>}
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aus der bekannteren Unitaritatsrelation
Im{p|T:(x+1i0)|p>=— 72E [dp" 8(Bp—2){p|T<(x+1i0)|p">{(p"|T<(x—i0)|p’> (89)

abzuleiten ist. Dann haben wir

2nhRear,o(pE,rt) (90)
= @anpfdp'f(p, ;0 [Re(BE Tu(B+ 5 = L o+ pR+i0) BN (B P, PO

Hieran laft sich sofort ablesen, dal im langwelligen Limes das durch (32) definierte E; mit der Landau-
Energie ¢ tibereinstimmt. Die in Abschnitt 3 angekiindigte Identitat lautet also

Eio(p,rit)=e(p,r;t). (91)

Der langwellige Limes bedeutet natiirlich gar keine Naherung mehr, wenn man zum Gleichgewicht iiber-
geht. In diesem Spezialfall hatten wir mit der Dichteentwicklung von g~ begonnen. Bis jetzt fehlt uns
dazu noch eine explizite Darstellung der Funktion «(p, E) [s. Gl. (39)]. In .7 -Néherung sieht sie nun
SO aus:

«(p, ) = — 38 (B~ )jdp'e—ﬁ<w/2m>Re<P Ti(E-{- 2 )25 o
1 P

— By T—En ydp'e—ﬂ<v'2/2m>fdka(zz e e T I ) (& SE 1B+ i0)| B2,

Man iiberzeugt sich jetzt leicht davon, daBl in der Tat (42) durch die .7 - Ndherung verletzt wird. Namlich
(vel. (5)):

2amxT)- /zfdpdEe PE o (p, E) ‘ (93)
= —2By(1)— 20278 [dke | ) [ag . 7 [<a| ToBe+i0)|W)[2—Re (K| T, (B +i0)|B)].

Hier wurde also nach Einsetzen von (92) tiber die Energie E integriert, und zwar im ersten Summanden
partiell. Die dabei entstandene Ableitung des 7-Operators wird nun mit Hilfe der Identitat

)= —T() (=5 T (94)

umgeformt. (H, ist der Operator der kinetischen Energie der Relativbewegung zweier Teilchen.) Wenn
wir aullerdem noch

# 4 = 1 5
s - Erpg - gy @>01-0) %)

beachten, konnen wir fir die eckige Klammer in (93)

<kITi (BEx+10)| g

[1=4Re [da g Z g, 1 o)

({q|T+(Ex +i0)| k) —{q|T+(Ex —i0)|k))
schreiben. Hier wenden wir zunichst die Unitaritatsrelation (89) und danach nochmals (94) an
1]dq 57 5 [Ca| T (B +i0) [ B)[2 — Re k| T (Bi +i0) [ ) (96)
=7 [dqd(Eq — Ex) Im [Ck| T« (Bx +i0)| @) <k| T (Ex +i0) | q)*].
Dies ist in (93) einzusetzen und mit (8) folgt dann
(@amxT)32 [dpdBe?E o(p, B) = — 2(By(T) + Bo(T)). (97)

Statt Null erhalten wir also im wesentlichen den Wechselwirkungsanteil des zweiten Virialkoeffizienten.
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6. T-Naherung, Dichteentwicklung und langwellige Niherung der Kadanoff-Baymschen Gleichung

Zusammen mit der Gleichung fiir die Spektralfunktion ¢ wird nun die Kadanoff-Baymsche Gleichung
fiir g< so ausgewertet, wie es in der Einfihrung beschrieben ist. Dazu kénnen wir gleich von der Fassung
(35) ausgehen. Wir wissen bereits, dal} der erste Term auf der linken Seite genau den Landauschen Stro-
mungsterm, d.h. die linke Seite der Gl. (12) ergibt. Nun zeigen wir, daB} die niedrigste langwellige Naherung
des Kadanoff-Baymschen Stofgliedes, in .7 - Naherung und bis zur zweiten Ordnung in f entwickelt, mit
dem Boltzmannschen StoBintegral tibereinstimmt. Also:

27(2nh)33 (dE(c~ (pE,rt)g (pE,rt)— o (pE,rt)g” (pE,rt))|s,0=J (Boltzmann). (98)
Zum Beweis fangen wir mit der linken Seite an:
J-dEO->(PE’ Tt)g<(PE, rt)|2,0 . UII>,O(P’ p2/2m: r, t)f(P: r, t)

folgt wiederum mit Hilfe des Mittelwertsatzes bzw. mit (34). Im néchsten Ausdruck ist ¢~ von mindestens
zweiter Ordnung in ¢g~. Wegen ¢~ = (2zh)=3a 4 ¢~ gilt daher

deo‘<(pE, rt)g (pE, rt)|so= J'dEa;O(pE, rt):- (2nh)30(E — p2/2m).
Insgesamt bleibt also noch
27 05,0(p, p22m; r,t) — 2 (2wh)P 01 o (P, p22m; r 1) f (P, 73 t)

zu diskutieren. Dabei ist uns der zweite Term durch (86) schon genau bekannt. Um a5 o(p, p%/2m; r, t)
explizit zu ermitteln, vereinfachen wir zunéchst (84), indem wir g~ (p’ E’, xt) durch (2vh) 35 (E' — p'2/2m)
ersetzen; denn 7'~ allein ist schon von mindestens zweiter Ordnung in ¢~. Das damit erzielte Zwischen-
ergebnis bleibt bis auf Terme von hdherer Ordnung beziiglich f richtig, wenn wir 7'~ = T + Ty nach (81)
und (82) einsetzen. Fiir den langwelligen Limes 2705, bendtigen wir jetzt nur den zu 7'y gehorenden
Summanden

2xoy (pE,ri)= %(275)?)—3fdp'dqjdkdufdxd&exp |~ (x-q+E-)}

BB+ D, — i PP )(”-—~—+——‘Ti(E+2;—%[p+p’+-§]2+i0):k+f}
-<”“2”'—;;’—}Ti(E+§Z—4lm [p+p— 2 +io0) k—3) (99)

A(EEE ko 3850) (PR — ke 2 —1E50).
Die Integrationen iiber x und tber § ergeben (27%)8 §(q) d(x), wenn wir die Ortsargumente in f - f
gleich r setzen. So bekommen wir

2n050(pE,rt)

wobei zur Abkiirzung fi=:if (P P + k, r; t) (101)

definiert ist. Wenn man jetzt 27 (2ak)30y o(p, p2/2m;r, t) f(p, r;t) — so wie es durch (86) gegeben
ist — von 2o o(p, p?/2m; r;t) abzieht, steht gerade das Boltzmannsche StoBintegral da, so daB (98)
bewiesen ist.

Damit haben wir erkannt, inwieweit die Landaugleichung (12) in der Kadanoff-Baymschen Gleichung
enthalten ist. Was wir davon auBlerdem noch in unserer Auswertung zuriickbehalten, kéonnen wir als
Korrektur zur Landaugleichung auffassen. Die einzelnen Korrekturterme sollen jetzt ermittelt werden.
Bleiben wir zunéchst bei der Diskussion des Kadanoff-Baymschen StoBgliedes. In (99) wird

(2= }E) [+ Vet (= + 48 - Viefs statt f(EHE 4 hr 42438 ()1 (P—}_Pf—kr—}—x——g ,)
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eingesetzt. Uber x und § kann die Integration nun ausgefiihrt werden:
JdxdE(x + } &) exp{— (i/h) (x- q + &~ %)} = — (/i) (Vq £ } V) 27h)% 6 (q) 0 ().

Vq» V, wird durch partielle Integration auf die 7'.-Matrizen geworfen und dann werden die §-Funk-
tionen wegintegriert. Als erster Zusatz zum langwelligen Limes von (99) mit £ = p2/2m ergibt sich so:

271:0'21(p, P rt)——n2nh)3fdp’dk6(E(P e — Ei) (102)
{LIm[ P\ T By g + 3 0) DY %P_’|Ti(E(P_P,)/2+i0)|k>}.[f_vrf+_f+vrf_]
+Im[”" |To(Bx +i0)| k)" Vo (B3P | Ta (B + i0) | B)] - WL+ 1-)

—m |25 |TiEk+10)|k>/———\TiEk+z0|k\}(”+”) Velfsf-1}-

Die niedrigste langwellige Korrektur zu 2705, erhalten wir aber erst dann vollstindig, wenn wir auch
T1 — wie schon oben erwihnt — beriicksichtigen. Das fiihrt zu dem Beitrag

2705, (p,—;;— ., t)Hz —n(2nh) 3fdp’dk6(E(P _pyz — Ex) (103)
I [P | T B+ 80| ) (PG| T B+ §0)[ W) @l 11

01,1 berechnen wir, von (85) ausgehend, genauso wie wir es bei o3 ; | 1 getan haben :

—2a2ampors(p £ i t)f(p, rit) = — 20(2ah) [dp’ Ak O (B s — Ex) (P, r: ) Vel (B, ri0)
K" P \p, (B +i0) )| &y 7p<”72P'|Ti(Ek+i0)1k>]. (104)

Nach der rechten Seite von (35) ist jetzt noch die linke weiter auszuwerten. Es ist unmittelbar klar [vgl.
(90)], daB} in unserer Naherung

(2 + 2 Vi) 22k e Re o (P E, r0) (P, 75 g priom (105)
=== (27lﬁ)3(at + % ’Vr) de/ Re<p;P |T;:(E(P—P')/2 + 10)| £ —2p>f(p', rit)f(p,r;:t).

Die tibrigbleibende Poisson-Klammer ist auch leicht zu behandeln:

1 P
Reg(pE, rt) = 2 B—p2m
bis auf Terme, die mit g<— 0 verschwinden. Daher
2nk [dE[Reg(pE,rt); o (pE,rt)ls0
2nh 74 i
== jdElE p2/2m Ctazo(PE rt) VPE p2/2m Vfo'zo(PE rt)
Znh @
- 2ﬂ (m Vr+ct>JdEE pz/z O'oo(PE rt)
Hier brauchen wir nur noch (100) anzuwenden und haben dann als letzten Korrekturanteil
2xh [dE[Reg(pE,rt); o~ (pE,rt)]s,0 (106)

_ (27h) ; 7 P —
L et &) [dprdb g [P E | Tu(Be + i0) | ByJ21

Unsere Ergebnisse fassen wir folgendermaflen in einer Bewegungsgleichung zusammen:

4
(O + Vpe(p,r;t)-Vr— Vre(p,r;t)-Vp)f(p,r;t) — > K; = J (Boltzmann) (107)

g1
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mit
Ky — @ah) [dp (”i’i vr+ct){f<p,r:t>/(p' ri ) Re(P5F | T, (Bippn +10)| 255

— Akl [y s <” P\ D, (B + i0)|B|? (108)
) |
J,

+ 70 (Bx —Egp_py) Im (/
K2=<2nh>3fdp"’2%,f"-vr[f(p,r-m(p'rt)Re/” ”IT; (Bep—prz +i0)| 252 (109)

(Ex +0) | k)" (P SP T (B +i0) |k

\/

1 P | /p—
— kit B Bz < P\ T, (B +i0)| k|2 ]
K= ;(27572)3 [dp'dkd (Bx — Ep_pry2) (110)

i Im[ P;P'ITi(Ek+i0)!k>*vk<P ITi E(P p)/"+10)l k\] [f=rfs — f+Vrf-,

K4:n(2nh)3fdp’dké(Ek——E(P_Pr),Z)Ipr; (Ek—f—iO)[k/*V,, ”_2” lTi(Ek+i0)|k>]
*[Vr(f+ 1) =2 (P, ms ) Ve f (P, T3 1)) (111)

Die physikalische Bedeutung der Korrekturterme, wie sie hier angegeben sind, ist nicht unmittelbar
anschaulich zu erfassen, jedoch gelten die entsprechenden qualitativen Aussagen in Abschnitt 2. Es gibt
Fragestellungen, wo die K; teilweise und solche, wo sie vollig belanglos sind. Zum Beispiel kann K; in
allen Untersuchungen, die der Verfasser bisher anhand der Transportgleichung (107) durchgefiihrt hat,
von vornherein weggelassen werden.

Die noch sehr einfache Form des StoBterms ist auch unwesentlich. So liegt z.B. die Gleichgewichts-
funktion g<(p, E) nach (36), (41) und (92) bereits in einer Gestalt vor, die einem wesentlich komplizierteren
Stofiglied entspricht.

Der Verfasser dankt Herrn Prof. Dr. S. GRossMANN fiir sein forderndes Interesse an dieser Arbeit.



